univariate/multivariate
Zetrethenanalyse

lineare Verfahren nichtlineare Verfahren
- statistische Momente - Phasenraumrekonstruktion
- Fourier Transformation - Dimensionen
- Hilbert Transformation - Lyapunov-Exponenten
- Wavelet Transformation - Entropien
- Auto- / Kreuzkorrelations- - Determinismus
funktion - Instabile periodische Orbits
- ARMA-Modelle - Interdependenzen

- nichtlineare ARMA-Modedlle



lineare Verfahren

hell3en linear, weil Dynamik eines Systems (und damit Zeitreihe) als
linear angenommen wird

Sal H die Dynamik eines Systemsund (X,,X,) zwei Zustandsvektoren
H ist linear, wenn

H(CX, +C,%,) =CH(X) +C,H(X,)

(Superpositionsprinzip)

Zerlegung gilt bel nichtlinearen Systemen nicht !!



Lineare Methoden

statistische Datenanalyse

modell-unabhangig modell-abhangig
- Momente von Vertellungen - Datenanpassung an
- Glaechheit/Ungleichheit von Modelle
Verteillungen - Parameterschatzung
- lineare Korrelation - least-squares fit

- .. - robuste Schétzung

deskriptive Statistik




Lineare Methoden

statistische Datenanalyse

- basiert meist auf Analyse von Vertellungen /
Haufigkeiten

- keine Information Uber Dynamik

- notwendig flr verschiedene Definitionen
und Diskriminanz-Tests




Lineare Methoden

Momente einer Vertaellung

1. Moment: Mittelwert

1 N
(v)zV:NZvj
]=1

Zentralwert einer Vertellung




Lineare Methoden

Momente einer Vertellung

2. Moment: Varianz / Standar dabweichung

Var(v,,...,Vy ) = Z(Vj -V)?

O (Vy,...,Vy) = JVar(v,,...,vy)

Braite/VVariabilitat/Dispersion einer
Verteilung um den Zentralwert




Lineare Methoden

Kew(v,,...,Vy) = — >

Momente einer Vertellung
3. Moment: Skewness

1 |\']/J.—v

ad

N S o

Grad der Asymmetrie einer Verteilung um den
Zentralwert (relativ zur Normal verteilung)

Sewn=

Ij< 0 asymmetrisch, negativere V erteilungsenden
10 symmetrisch, Normalvertellung

% 0 asymmetrisch, positivere Verteilungsenden




Lineare Methoden

1
Kurt(v,,...,v,) = NZ ’ -3

Momente einer Vertellung
4. Moment: Kurtosis

BN

=1L O

Grad der Flachhelt/Stellhelt einer Vertellung

Kurt

(relativ zur Normalvertellung)

:j< 0 platokurtisch, flache Verteilung
10 mesokurtisch (Normalvertellung)

% O leptokurtisch, spitze Vertellung




Lineare Methoden

3. und 4. Moment einer Vertellung

Skewness Kurtosis

positive
\{_ (leptokurtic)

negative —\

(a) (b)




Lineare Methoden

Hinweise fur Nichtlinearitat

betrachte 3. und 4. Moment und deren Standard-
abwei chungen:

o(Skew) = /94

fur Normalverteilung
o(Kurt) = Z%I

Kew(Vv.) >> o (Skew)
Kurt(v.) >> g (Kurt)



Lineare Methoden

Glachheit/Ungleichheit von Vertellungen

Kolmogor ov-Smirnov-Test:
Abstand von kumulativen Verteillungsfunktionen S

Dis = max S (V) —§, (W)

—oo<V,W<0o

Signifikanz fir N, + N Freiheitsgrade
- Tabellen



Lineare Methoden

Glachheit/Ungleichheit von Vertellungen

Kolmogor ov-Smirnov-Test:
Abstand von kumulativen Verteillungsfunktionen S

K5—Test Comparison Cumulative Fraction Plot

IIIII T T IIIIII| T I IIIIII|
1.0




Lineare Methoden

Gleichheit/Ungleichheit von Vertellunger
gleiche Mittelwerte ? Student'st-Test

N v(i) i=1..,N, v
ctrethen w(i) i=1..N W

tber gepoolte Varianzen:

N, N,
_\ 2 __\2
= 1| = = +
>~ N,+N,-2 [N, N,O

Standardfehler der Mittelwertdifferenzen



Lineare Methoden

Glachheit/Ungleichheit von Vertellungen
gleiche Mittelwerte ? Student'st-Test

Signifikanz fur N, + N, —2 Frelheitsgrade
- Tabellen
- unvollstandige beta-Funktion



Lineare Methoden

Glechheit/Ungleichheit von Vertellungen
gleiche Varianzen ? F-Test

N v(i) i=1..,N,
eltrernen w(i) i=1..,N.
I:_Var(vi)

- Var(w)

Signifikanz fur N+ N Freiheitsgrade
- Tabellen
- unvollstandige beta-Funktion



Lineare Methoden
lineare Korrelationen:

parametrische Tests
- linearer Korrelationskoeffizient (Pearson'sr)

nichtparametrische Tests
- Spearman Rangordnungs Korrelationskoeffizient

- Kendall'st



Lineare Methoden

lineare Korrelationen: Pearson'sr
v(i) i=1..,N, V

2 Zeltrethen wi) i=1..N. W

Z(v -V)(W — W)
\/Z(v -V)? \/Z(W W)?

1 vollstandig antikorreliert
0 unkorreiert
+1 vollstandig korreliert




Lineare Methoden

lineare Korrelationen: Pearson'sr

=0 =28 =42 F=.55




physikalisches Phanomen

v

Zeitrelh e\
determiQt‘isch ‘syhaskh
periodisch nicht-periodisch stationar nicht-
stationar
- Sinusoidal - fast-periodisch
(eine Frequenz) (inkommensurable Frequenzen)
- komplex- - Transienten

periodisch

(kommensurabl e Frequenzen)



Lineare Methoden

Auffinden verborgener periodischer Anteile

physikalischer Prozel3

/ (Zeitrethe) \

Zeitbereich «———> Freguenzbereich

v(t) V(f)

v = Auslenkung, Spannung, etc. V= Amplitude
komplexe Zahl (Phase)

—0< f <o



Lineare Methoden

Autokorreationsfunktion

gibt Hinweise darauf, wie Werte einer Zeitrethe in
bestimmten Zeitabstanden T zusammenhangen

C.,(T) = lim ?Iv(t)v(t +17)dt
C,(-T) =C,, (1)

T=lag
C(0)2[C, (1) [




Lineare Methoden

Autokorreationsfunktion

correlation

.1

05L

05

periodisches Signal

RN

correlaton

stochastisches Signal

05

0561

correlation

056

05

Signal mit Gedachtnis




Lineare Methoden

Kreuzkorrelationsfunktion

gibt Hinweise darauf, wie Werte einer Zeltreihe
mit Werten einer anderen Zeaitrelthe in bestimmten

Zeitabstanden T zusammenhangen

T - o

C, (1) = Iim%{v(t)w(t +1)clt

Co (-T) = C,,, (T)



Lineare Methoden
Fourieranalysen

Approximation einer Funktion durch Summe von Sinus-
und Kosinustermen (Fourierrethendarstellung). Eindeutig
fUr deterministische Signale.

periodischer Prozel3

- —1kw 1 ! :
v(t) = H Ve < V, ==[v(t)e"“dt
k:Zoo ‘ k T-!. ()
nicht-periodischer Prozef3
0 | 1 o |
— o V(w) =—1 v(t)e“dt
V(D) = [ V(0)edo < (w) - v

w = 21t



Lineare Methoden

Fourieranalysen

Approximation einer Funktion durch Summe von Sinus-
und Kosinustermen (Fourierrethendarstellung). Eindeutig
fUr deterministische Signale.

N

v(t) = iak cos(w,t) +b, sin(w,t) w, _ 21K
8, = %icos(oo ) k=12, Nz"l
b, = %Zv(t)sm(oo t)
.- Bedingung:

T g @kt _1 it 00 ,
v(t) = _Z(i _N;v(t)e S MO <e

{=—00




Lineare Methoden

Fourieranalysen

Problem:
tblicherweise nur endlich viele Mef3werte (N)
aus endlichem Zatintervall (Zeitfenster).

L Osung:
diskrete Fouriertransformation

N-1 |
V. .= Zv(nAt)eZT“”k/N

_iN_l —21ink/N
v(nAt) = N ;Vke




Lineare Methoden

Fourieranalysen

Problem:
FT und DFT sind N2Algorithmen

L osung:
Schnelle Fouriertransformation (FFT)
Nlog,(N)-Algorithmus

verschiedene Realisationsmaoglichkeiten:

vgl. E.O. Brigham: The Fast Fourier Transform.
Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1974



Lineare Methoden

einige nutzliche Theoreme:

Faltungs-Theorem
v(t)* w(t) = V(f)W(f)

Korrelations-

heor em

C,. = V(F)W*(F)

Wiener-K hinchin-Theorem
Co = N(F)

Parseval' sches Theorem

Gesamtleistung = [|v(t)"dt = [V (f)["df




Lineare Methoden
Schatzung des L eistungsspektrum P(f)

Probleme:
- Varianz der Schéatzung ist so grof3 wie die Schatzung selbst

—> Zeitbereichs- oder Frequenzbereichsmittelung

- leakage
diskreter Fall: Schatzung des L el stungsspektrum bel
diskreten Frequenzen. Einfluld benachbarter Frequenzen ?

—> Windowing



Lineare Methoden

Schatzung des L eistungsspektrum P(f)
Fensterfunktionen

- | square window 2
o
& Rl
= &
= L
& |
T4
2

0 50 [ () 1 50 200 250
bin number



Stationaritat

- wesentliche Voraussetzung fur Beschreibung
eines Systems

- gewahrleistet Reproduzierbarkeit eines
M el3er gebnisses

- starke Stationaritat / schwache Stationar itat



Stationaritat

Definition: starke Stationaritat

Ein Prozefd wird stationar im strengen oder engeren Sinne
genannt, wenn

L-I-J(Z,[l,...,ztn) — L'I'J(Z'[1+T ""’Z’[n+T)

mit beliedigen | ¢ 1 n.

_ Verbunadverteilungsfunktion

YZz)=¥W(<Z,..., o
(2) = %20 2) (Statistischen Momente)

Eine Verschiebung des Zeitbeginnsum 1 hat keinen Einfluf3 auf

die statistischen Momente und Verbundmomente.



Stationaritat

Definition: schwache Stationaritat

Ein Prozel3 heif3t schwach stationar, wenn seine
V erbundmomente bis zur Ordnung 2
zeltunabhangig, also konstant sind.

(z(t)) = Z(t) = Z = konstant  (mittelwertstationér)
o (z(t)) = o = konstant (varianzstationar)



Lineare Methoden

stochastische Prozesse
- geordnete Menge von Zufallsvariablen

{Z,tOT}

{T} Menge der Zeitpunkte, bel denen der Prozel}
definiert ist

- Zdatrahe z UZ, 19t Redlisation elnes stochastischen
Prozesses



Lineare Methoden

stochastische Prozesse

Grundmodéll: well3es Rauschen
- Identisch vertellt

- V(1) unabhangig ---> unkorreliert
- Autokorrel ationsfunktion:

5% t=0
C, =0
-0 t#0

Im L eistungsspektrum sind alle Freguenzen gleichwertig
vertreten (Analogie: wellies Licht)




well3es Rauschen
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Lineare Methoden

stochastische Prozesse
Autoregressive (AR) Prozesse p-ter Ordnung

VD) = Y avt-1) +e()

£(t) ist reiner Zufallsprozess mit Mittelwert 0 und Varianz o2
ISt der Antrieb des Systems

v(t) hangt von seiner Vergangenheit bis zur Ordnung p ab
(autoregressiv)




Lineare Methoden

stochastische Prozesse
Autoregressive (AR) Prozesse 1-ter Ordnung
(M ar kov-Prozel3)

v(t) =av(t -1 +&(t)

- bal AR(1)-Prozessen nimmt die Autokorrelationsfunktion Cw
exponentiell ab

- Korrelationszeait ist die Zait, nach der Cw auf ihren e-ten Tall
abgefallen ist

1
- fur AR(1) Prozesseqgilt: T, =—
Ina

- Prozeld identifizierbar



AR(1)-Prozess: v(t) = 0,8 v(t-1) + &(t)

Zeitraethe

Autokorrel ations-

funktion
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Lineare Methoden

stochastische Prozesse
Autoregressive (AR) Prozesse 2-ter Ordnung
v(t) =av(t -1 +a,v(t —2) +(t)

- bel AR-Prozessen hoherer Ordnung kann die Autokorrel ationsfunktion
Cw elne Mischung von gedampfter Exponential- und sinusférmigen
Funktionen sain.

- Prozefd schwer zu identifizieren

- rekursive Schatzung der Prozef3parameter a und p



AR(2)-Prozess: v(t) = 0,85 v(t-1)-0,2 v(t-2) + &(t)
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Lineare Methoden

stochastische Prozesse

Erwelterung: Autoregressive (AR) Moving
Average (M A) Prozesse p,g-ter Ordnung

V(1) = iav(t —1) + i b.e(t —K)

L elstungsspektrum von ARMA-Prozessen wird durch
rational e Funktionen von €™ beschrieben:

b(e—ZTu'f )

a(e—ZTu'f )

2

V mua () = const.

--> Anwendung al's Schétzer



